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O objetivo deste trabalho € expor certas caracteristicas da dimensao global de anéis.
Sera visto que a dimensao global de um anel com unidade fica completamente determinada pelas dimensdes proje-
tivas de médulos ciclicos sobre esse anel.

Introducao

O conceito de dimensao global surgiu pela primeira vez no artigo de David Hilbert (1862-1943), "Uber die Theorie

der algebraischen Formen, publicado em 1890, no qual é demostrado que se K € um corpo, entdo a dimenséo global
de K[Xy,...,X,] éigual a n.
Logo na década de 1950 com o comego formal da algebra homolégica, a dimenséo global toma maior relevancia
como invariante algebraico, surgindo nessa década varios artigos relacionados com dimensdes homolégicas de mo-
dulos e anéis. Um desses artigos € [Aus] de Maurice Auslander (1926-1994), Global dimension, publicado em 1955,
no qual este trabalho esta baseado.

Anéis semisimples e modulos projetivos.

Neste trabalho os anéis sempre serdo com unidade.
Usaremos a seguinte notacdo , M (M,) para modulos a esquerda(direita) sobre um anel A.
Para sequéncias exatas curtas usaremos SEC.

Definigdo 1. Seja A um anel, um A € \M é simples, se ndo € nulo e ndo contém submaddulos exceto A e 0. Um

A e \M é semisimples, se é soma direta de mddulos simples ou é o médulo nulo.

Definigdo 2. Seja A um anel, P € \M (M) € projetivo, se dados um morfismo f : P - B e um epimorfismo

g:A—B,comAeBepsM (M), existe um morfismo h: P — A, tal que f = gh.

Proposicao 3. Todo mdédulo livre é projetivo.
Proposicao 4. Para cada anel A, as seguintes propiedades sdo equivalentes:
a) A é semisimples como um mddulo em M.

b) Todo ideal a esquerda de A é um somando direto de A.
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c) Se Ae M, A é semisimples.

d) Toda SEC 0 A—2s>B 5 C 0,comA,ByC e M, se escinde.

e) Se Ae \M, A é projetivo.

Definicao 5. Sejam A um anel e M € x M. Uma resolugdo projetiva de M é uma sequéncia exata

dn+1 d2 d1 do
P, P, - Py P Py

M 0
onde cada P; € \M ¢ projetivo.
Proposicao 6. Dado M € » M, sempre existe uma resolugdo projetiva de M.

Demonstragdo. Basta pegar o médulo livre Py € y M gerado por M e o epimorfismo dy : Py — M, entdo se pode

considerar a seguinte SEC

do

0 —— ker(do) : Py M 0

onde i é a inclusdo. Mas como ker(dy) € M, outra vez pegamos P, € M o médulo livre gerado por ker(dy) € A M
e o0 epimorfismo f: P, — ker(dy), logo pegando d; =if : P, — Py tem-se que I'm(dy) = Im(if) = Im(i) = ker(dp),

e além disso tem-se que a seguinte sequéncia é exata

dr do

00— ker(f) =P, M 0

Py

porque ker(di) = ker(f), onde i’ é a inclusdo. lterando este processo construimos uma resolugdo projetiva de
M. [ |

Dimensao projetiva e dimensao global.

Definicdo 7. Se A € , M, a dimens&o projetiva a esquerda de A é o menor n € Z para o qual existe uma sequéncia
exata

0 P, P, A 0

onde P, ..., P, € AM s&o projetivos. Se ndo existir tal sequéncia para qualquer n, diremos que a dimensao projetiva
a esquerda de A é infinita.

Usaremos a seguinte notagdo ldpx A para a dimensao projetiva a esquerda de A.

Definicao 8. A dimens&o global a esquerda de um anel A é:

l.gl.dimA = sup ldppA.
AEAM

Analogamente se definem as dimensdes projetivas e globais a direita.

Lema 9. Se
0 A—">B C 0

é uma SEC, onde A, B e C € M, com B projetivo e C ndo projetivo, entdo ldpyC =1+ ldpp A

Lema 10. Sejam A € M, @ # I um conjunto com uma boa orden, com iy 0 elemento minimo e (A;);.; uma familia
de submddulos de A, tal que sei,j € I coni < j, entdo A; ¢ A;. Se Uier Ai = A e ldpa(A;/A]) <n Viel, onde
Al =Uje Aj Vi>ig e Aj =0, entdo ldpp A < n.

Teorema 11. Se A é um anel, entao se verifica:



a) l.gl.dimA = supp_,, ldpa(B),
b) l.gl.dimA =sup; 5 ldpa(A/T),

c) Além disso se A ndo é semisimples

l.gl.dimA =1+ sup ldpp 1.
I<QA

Demonstragcdo. a) Seja A €5 M arbitrario, usando o Principio da boa ordem que é equivalente ao Axioma da
escolha, se pode ordenar os elementos de A. Sejam A; o submédulo de A gerado por 0s a; € A tais que j <i
e A} é o submédulo de A gerado por 0s a; com j < i, desta forma A;/A; é 0 ou é gerado por um elemento,
portanto ldpy(A;/A}) < supg_a,ldpa(B). Como a familia (A;):c; satisfaz as hipotese do Lema 10 se pode

concluir que ldppy A < supp_pp ldpa (B), entdo l.gl.dimA = supp_,, ldpa (B).

b) Se I < A, entdo A/I € M, desta forma sup; » ldpa(A/T) < l.gl.dimA.
Por outro lado temos que supg_; ldpa (B) < sup;4a ldpa(A/T) porque B ~ A/Ker(A - Ab) , entdo pela parte
a) obtemos que l.gl.dimA = sup; 4 5 ldpa (A/T).

c) Seja
0 I—1>A

AT 0

com I < A. A & um modulo livre como , M,como A é projetivo e pela hipdtese sabemos que A ndo é semi-
simples, ou seja l.gl.dimA > 0. Desta forma nem todos os médulos da forma A/I podem ser projetivos, entao
pegando I tal que A/I nédo seja projetivo, pelo Lema 10 ldps(A/I) = 1 + ldpaI, tomando supremo em ambos
lados da igualdade nos ideais obtemos [.gl.dimA = 1 +sup; 5 ldpal , do lado esquerdo é pela parte b).
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