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Introducao

Segundo [2], podemos definir a Analise Funcional como o estudo dos espagos vetoriais normados, em especial
os espagos de Banach, e dos operadores lineares continuos entres eles. Ha um interesse particular em espagos
de dimensé&o infinita e muitos a consideram como uma Algebra Linear em dimensé&o infinita. A Analise Funcional é
um dos muitos ramos da matematica de grande producéo nos Ultimos anos, com producao vertiginosa a partir do
descobrimento do Teorema de Hahn-Banach, que poderia ser dito o principal teorema da Analise Funcional.

A teoria de polinbmios e aplicagdes holomorfas em espagos de Banach surgiu da evolugdo da Analise Complexa
em dimensao infinita e da Andlise Funcional. Desde seu surgimento, esta tem se desenvolvido seguindo estas
duas linhas de abordagem. Na abordagem de Analise Funcional, os polindmios sdo estudados guiados pela teoria
de operadores; e na abordagem de Andlise Complexa, as aplicagdes holomorfas sédo investigadas orientadas pela
teoria de funcbes analiticas.

Apresentaremos neste trabalho uma equagdo que surgiu dentro da area da Anadlise Funcional e foi estendida
para a teoria de polindbmios em espagos de Banach. Esta equagdo é conhecida como equagdo de Daugavet e
sera definida ao longo do texto. Para compreendé-la completamente, comegaremos com algumas preliminares
sobre espagos normados e operadores lineares continuos, e ao final da segcéo definiremos a equagao de Daugavet
para operadores e apresentaremos exemplos de operadores que a satisfazem. Na secao seguinte definiremos os
conceitos de aplicagdes multilineares, polinbmios homogéneos e polinbmios em espagos de Banach, e finalmente
definiremos a equacéo de Daugavet para polindmios e apresentaremos exemplos de polindmios que a satisfazem.

Equacao de Daugavet para Operadores

Denotaremos por K os corpos R dos nimeros reais e C dos nimeros complexos. Consideremos E um espaco
vetorial sobre K. Uma fungéo
[-1:E->R

é dita uma norma se as seguintes propriedades forem satisfeitas:
(N1) |z| 20paratodox e Ee |z| =0« z=0.

(N2) |laz| = |all|z| para todo a € K e todo z € E.

(N3) [z +y| < |z]+[y] para quaisquer z,y € E.

Um espago vetorial munido de uma norma sera chamado de espaco vetorial normado ou espaco nhormado.
Lembremos que um conjunto X néo vazio se diz um espag¢o métrico se existe uma fung@o d: X x X — [0, +00)
tal que para todos z,y, z € X, tem-se:

i) d(z,y)>0ed(xz,y) =0seesomente se x =y.
i) d(z,y) = d(y, ).
i) d(z,y) <d(x,2) +d(z,y).

E claro que todo espago vetorial normado E é um espago métrico, pois a fungédo d : E x E — [0,+c0) dada por
d(z,y) = |z - y|| satisfaz os itens acima.

Um espago normado E é chamado espaco de Banach quando for um espago métrico completo com a métrica
induzida pela norma.

Exemplos. Sao exemplos de espagos de Banach:
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a) C[0,1]={f:[0,1] > R : f é continua} munido com anorma | f|. = sup |f(x)|
z € [0,1]

b) e = {(aj);?‘jl : a; e Rparatodo j e N e sup|aj| < oo} munido com a norma | (a;)3 [l = sup|ay].
. jeN jeN

0o 1/p
c) Parap>1,/¢,= {(aj);‘;l s a;eRparatodojeN e ¥ |a;|P < oo} com anorma | (a;)52, |, = ( > |aj|p) .
j=1 j=1

Observemos que os espagos normados possuem uma estrutura algébrica de espagos vetoriais que pode ser
associada com transformacoes lineares, e uma estrutura topologica de espagos métricos que pode ser associada
com fungdes continuas. Desta forma, temos interesse em fungdes que sejam lineares e continuas, as quais sao
chamadas de operadores lineares continuos.

Definigcao 1. Um operador linear continuo do espagco normado E no espago normado F, ambos sobre o mesmo

corpoK, é uma funcdo T : E — F, que é linear, isto é,
o T(x+y)=T(x)+T(y) para quaisquer xz,y € E e
e T(ax)=aT(x) paratodoa €K e qualquerz € E;

e continua, ou seja, dados xo € FE e e > 0, existe ¢ > 0 tal que

|z -xo| <dexeE=|T(zx)-T(x0)| <e.

Dados E e F espagos normados sobre K, denotamos por L(E; F') o espago vetorial de todos os operadores
lineares continuos T : E — F. Quando F for o corpo K, escrevemos E* no lugar de L(E;K), chamamos este
espaco de dual topoldgico de F (ou simplesmente dual de F), e dizemos que seus elementos sdo funcionais
lineares continuos.

Veremos a seguir que a estrutura algébrica de uma fungao simplifica seu comportamento topolégico.

Proposicao 2 ([2], Proposi¢éo 2.1.4). Sejam E e F espagos normados sobre K e T : E — F linear. As seguintes

condi¢cées séo equivalentes:
(a) T é continuo.
(b) T é continuo em algum ponto de E.
(c) T é continuo na origem.

(d) sup{||T(z)| :z € E e |z| <1} < oco.
O ultimo item desta proposi¢ao nos permite definir uma norma no espacgo L(E; F') da seguinte forma:
|T] = sup{|T(x)] : x € E'e x| <1}.

Além disso, se F' for um espago de Banach, entdo é possivel mostrar que L(E; F') também é Banach.

Como dissemos anteriormente, a Analise Funcional se concentra no estudo dos espagos vetoriais normados e
dos operadores lineares continuos entre eles. Para um estudo dos fundamentos desta teoria sugerimos a referéncia
[2]. Agora iremos apresentar uma equagao, envolvendo a norma de operadores, que tem sido estudada desde 1963.
SejaT: F - E é um operador linear continuo e £ um espac¢o de Banach sobre K = R ou C, dizemos que T satisfaz
a equacao de Daugavet se

|Id+T[ =1+|T]|. (DE)

Esta equacgédo é conhecida por este nome, pois |. K. Daugavet publicou estudos sobre ela em 1963. Apés este
estudo, a validade desta equagéo foi verificada por diferentes autores para vérias classes de operadores em diversos
espacos de Banach.

Exemplos.
(1) Todo operador linear de posto 1 (cuja imagem tem dimensao 1) em C[0, 1] satisfaz a equagéo de Daugavet.

(2) Operadores de posto 1 em /., ou em ¢, nao satisfazem a equacéo de Daugavet.



Equacao de Daugavet para Polin6mios

Recentemente o estudo da equacgédo de Daugavet que apresentamos na secdo anterior foi ampliado para apli-
cagbes mais gerais. Em particular, diversos autores tém estudado esta equacdo para polinémios homogéneos e
polinbmios em espacgos de Banach.

Para definirmos polindmios homogéneos e polindmios, temos que compreender inicialmente alguns conceitos
sobre aplicagdes multilineares em espacos de Banach.

Definicao 3. Sejam E e F espacgos de Banach sobre K. Para cada m € N, denotaremos por L,("™E, F) 0 espago
das aplicagbes m-lineares A : E™ — F, e denotaremos por L(E™,F) o subespago das aplicagbes continuas de
L,("E,F). Paracada A< L,("E, F) definimos

[A] = sup {| A1, 2m)| ¢ 25 ¢ B, max [a;] <1}.
1<j<m

Por conveniéncia definimos £,(°E,F) = L(°E,F) = F. Quando m = 1, escreveremos £,(*E,F) = L,(E,F) e
L(*E,F)=L(E,F). Quando F =K, escreveremos L,(™E,K) = L,(™E) e L(™E,K) = L(™E). Finalmente, quando
m=1e F =K, escreveremos L,(F)=E"e L(FE) = E*.

Veremos na préxima proposi¢ao que as aplicagdes multilineares satisfazem equivaléncias similares as apresen-
tadas na Proposi¢ao 2.

Proposicao 4 ([3], Proposition 1.2). Para Ae L,("E, F) as seguintes condigbes sao equivalentes:
(a) A é continua.
(b) A é continua na origem.
() [A] < co.

Proposicao 5 ([3], Proposition 1.3). £(™X,Y) € um espago de Banach com a norma definida anteriormente.

Exemplo. Podemos construir aplicagdes multilineares a partir de funcionais lineares da seguinte forma. Dados
©1,- .+, om € B, definimos A € £,(™X,K) por

A(xl,...,xm) = @1(331) @m('xm)

para todos z1,...,z,, € E. Observe que ao tomarmos ¢4, ..., e, € E*, obtemos A € L(E™,K).

Vamos apresentar agora os conceitos de polindbmio homogéneo e polinébmio.

Defini¢do 6. Sejam E e F espacos de Banach sobre K e m € N. Uma aplicagdo P : E — F é dita um polinémio
m~-homogéneo ou polinébmio homogéneo de grau m, se existir uma aplicagdo A € L(™E; F') tal que P(z) = Az™
para todo x € E. Neste caso, dizemos que P é o polinbmio m-homogéneo associado a aplicagdo m-linear A.

Denotaremos por P,(™E, F) o espago vetorial dos polindmios m-homogéneos de E em F, e denotaremos por
P(™E, F) o subespago dos polinbmios continuos de P,(™E, F). Para cada P € P,(™E, F) definimos

[Pl =sup{[P(2)] : weE, || <1}.

Quando F =K, escreveremos P,("E,K) =P,("E) e P("E,K) = P("E).

Proposicao 7 ([3], Corollary 2.3). P("™E, F') é um espago de Banach com a norma definida anteriormente.
Exemplos. Sdo exemplos de polindmios homogéneos:

(1) Afungéo P:K — K, definida por P(x) = az™, a € K, € um polindmio m-homogéneo. Basta tomar A ¢ £L(™K)
dada por A(x1,...,Zm) =ax1 ... Tm.

(2) Sejam E e F espagos de Banach, o € E* e be F. A aplicagéo ¢ ® b: E — F dada por
(" @b)(z) = (p(2))™ b,

€ um polindbmio m-homogéneo continuo. Basta tomar A € L(™ E; F) dada por A(z1,...,2m) = p(21) ... o(m)b.



Defini¢do 8. Sejam FE e F espagos de Banach sobre K. Uma aplicagdo P : E — F é dita um polinémio de grau

menor ou igual a m se esta pode ser representada como uma soma
P=Py+P+-+P,,

onde Py ¢ Po(*E,F) parak =0,1,...,m. Denotaremos por P,(E,F) o espaco vetorial dos polinémios de E em F,

e denotaremos por P(E, F) o subespago dos polinémios continuos de P,(E, F).

Quando F =K, escreveremos P,(E,K) =P,(F) e P(E,K) =P(FE). Temos que P(E, F) é um espago normado
com a norma do supremo sobre Bg.

Proposicao 9 ([3], Exercise 2.N). Para cada P € P,(X,Y') as seguintes condigbes sdo equivalentes:
(a) P é continuo;
(b) P é limitado em toda bola com raio finito;

(c) P é limitado em alguma bola aberta.

Para um estudo mais aprofundado de polinémios em espagos de Banach sugerimos a referéncia [3].

Por fim, apresentaremos a equagao de Daugavet para polindbmios. Se P € P(E; F), dizemos que P satisfaz a
equacao de Daugavet se
[Id+P|=1+|P]. (DE)

Os primeiros resultados sobre a equagao de Daugavet para polinbmios foram apresentados por Y. S. Choi et al. [1]
em 2007. A partir de entdo muitos autores tém estudado esta equagéo.

Exemplos.

(1) Todo polinémio de posto 1 (cujo subespago gerado pela imagem tem dimensao 1) em C[0, 1] satisfaz a equa-
¢ao de Daugavet.

(2) Nem todo polinémio de posto 1 em /., ou em ¢, ndo satisfaz a equacdo de Daugavet, pois sabemos que
existem operadores de posto 1 que nao satisfazem (DE) e operadores sdo casos particulares de polinémios.
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